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ABSTRACT 
In this note we show that for finite-dimensional Bernstein algebras over a field of 
characteristic different from 2: 
(1) The principal nilpotency of an element implies its strong nilpotency. 
(2) If Ker(w) is a nil algebra, then it is a train algebra. 
(3) Every train algebra of dimension n Q 5 is special train algebra, and that is a 
best possible result. 
INTRODUCTION 
Les algebres de Bernstein sont des objets nes des travaux de S. Bernstein 
(cf. [2, 31) concernant le principe de stationnarite en GCnCtique. P. Holgate 
etait le premier a traduire le problbme en termes d’algebres non associatives 
(cf. [6]). Depuis, ces algebres ont fait l’objet de plusieurs &ides. 
Le but de cet article est de donner une caracterisation des algebres de 
Bernstein qui sont des T-algbbres sur un corps commutatif de caract&istique 
differente de 2. 
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1. PRELIMINAIRES 
Dans toute la suite K est un corps commutatif infini de caracteristique 
differente de 2 et toute K-algebre est commutative non necessairement 
associative ni ayant un element unite, de dimension finie. S’il existe un 
morphisme non nul de K-algebres o: A + K, le couple (A, w) est appele 
alg&re pono!Me. Alors N = Ker(o) est un ideal de A de codimension 1. 
Une K-algebre pondCrCe (A,o) est une algbbre de Bernstein si 
(1.1) (x2)” = w( X)~X~ pour tout x dans A 
(cf. [6]). La linearisation partielle de (1.1) donne les identites 
(1.2) 2x7 xy) = w( xy)x” + w( x)2xy 
et 
(1.3) 
quels que soient x, y et z dans A. En faisant y = x2 dans (1.2) on obtient 
2x2x3 = w(x3)x2 + w(x2)r3. Par l’identite (1.3) il est facile d’etablir par 
r&urrence sur i, j 2 2 l’identite suivante 
(1.4) 2rirj=w(x’)xj+w(rj)x’ pour tout x dans A, i, j 2 2. 
Rappelons brievement quelques resultats sur les algbbres de Bernstein. 
Toute algebre de Bernstein admet une unique ponderation et toute algebre 
de Bernstein possede au moins un idempotent e, i.e., 0 # e E A et e2 = e. 
Soit e un idempotent dune algebre de Bernstein A. Alors A admet la 
decomposition 
(I.51 A = Ke@UtDV, 
somme directe de sous K-espaces vectoriels, ou U = {x 1 x E A, ex = ix} et 
V = {x 1 x E A, ex = 0) v&-ifient les relations suivantes 
(1.6) U2 CV, W cu, V2CU et W2=(0). 
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Si x = (ye + u + v est un &ment quelconque de Ke@UQV alors w(x) = (Y. 
Par consCquent 
(1.7) N= Ker(o) =U8V 
(cf. [7] ou [8]). De plus les Cquations suivantes sont satisfaites: 
(1.8) 92 = 0, z+Q +2u,( UIUZ) = 0; 
(1.9) U( UV) = 0, U1( $,v) + ue( UIV) = 0; 
(1.10) UV2 = 0, #(V,V,) = 0, (WX = 0, VlV2 ) 
2 2=0. 
(1.11) U”(W) = 0, ?I’( vx) = 0; 
(1.12) (Uv)2=o, (%V)(%V) = 0, (UV,)(UV,) = 0; 
(1.13) u2v2 = 0, ( u1u2)v2 = 0, U”( vu1v2) = 0; 
quels que soient u, ui dans U, v, vi dans V et x dans N. 
Par (1.9) et (l.lO), (1.9) et (1.121, (1.91, (1.10) et (1.12), on peut Ctablir, 
respectivement et par rkcurrence sur k > 2, les identith suivantes: 
(1.14) uvk = 0; 
(1.15) UR;-‘( U) = 0; 
(1.16) uRk,-‘( u”) = 0; 
oh R, est la multiplication (3 droite) par v. Pour tout Bkment x dans A, on 
d&nit les puissances principales xk par x1 = x, xk = xk-‘x et les puissances 
pbines r[kl par r[ll= .q X[kl= x[k-1lx[k-lI~ 
Dans une algGbre non associative, ?I puissances non nkcessairement 
associatives, la notion d’hkment nilpotent a plusieurs variantes. On dira 
qu’une alghbre A (ou un Bkment x de A) est s-nilpotente, s’il existe un 
entier s non associatif tel que tout produit d’C1Cments de A (ou produit de 
x), associh selon l’entier s est nul. Si s est un entier principal, on dira que A 
(ou x) est principabment nilpotente de degrd s. Si tout produit de d facteurs 
de A (ou de d facteurs x), associh dans un ordre quelconque, est nul, on 
dira que A (ou xl est ftiement nilpotente de degrk d. Notons que pour 
toute alghbre, la nilpotence principale de degrk d entraine la nilpotence forte 
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de degre 2d-’ (cf. [4]). U ne algebre A est une nil alg2bre si chaque Clement 
de A est principalement nilpotent. Le plus petit entier s, independant de 
tout x dans A, est alors appele le nil indice de A. 
Revenons au cas des algebres de Bernstein. Par (1.4) il vient que 
r’rj = 0, i, j > 2, pour tout x dans N. Ceci nous dit que si xS = 0 pour s < 4 
alors x est nilpotent. De plus, tout produit ayant plus de 5 facteurs 6gaux 
dans N, de degre non principal, contient un groupement de facteurs de la 
forme x2(xy) ou x’xj (i, j > 2), done s’annule au moyen des identites (1.2) et 
(1.4). Autrement dit, pour s 2 5, seul le produit principal xS peut 6tre non 
nul. Ainsi, dans toute algebre de Bernstein, la nilpotence principale d’un 
Clement entraine sa nilpotence forte de m&me degre. 
2. T -ALGEBRES 
Une K-algbbre pond&Ce (A, w) est appeke train-algebra ou T-algBbre 
s’il existe des constantes p,,.. .,p,_r dans K telles que 
(2.1) x’+p,w(x)x’-‘+ *** +&p(x)‘-‘x=0 
pour tout x dans A. Le plus petit entier r est alors appek le rang de A. Par 
consequent, pour tout x dans N, on a x’ = 0. 
L’ideal N d’une algbbre de Bernstein A n’est pas toujours nil. 
EXEMPLE 2.1. Soit A la Kalgbbre de dimension 3 dont la multiplication 
dans une base (e,e,,e,) est donnee par e2 = 1 1 e, ee, = ze,, ele2 = ye,, les 
autres produits Btant nuls. Pour x = oe + xrer + x2e2 un element quel- 
conque de A, on a x 2 = 02e +(cux, + x1x2)el et (x2)2 = ff4e + (u”((ux, + 
xlxz)e, = 02x2 = w(x12x”, done A est une [W-algebre de Bernstein. Soit 
y = e, + e2. On a yk+2 = ($jky2 = (ijke,, k 2 1, done y et N ne sont pas 
principalement nilpotents. Cependant on a Nt3j = 0 et yt3] = 0, i.e. N et y 
sont s-nilpotents avec s = 2 + 2. 
Soit A = Ke@U@V la decomposition de la K-algbbre de Bernstein 
relative a l’idempotent e. Les entiers r = dim. U, s = dimKV &ant indepen- 
dants du choix de l’idempotent e, le couple (l+ r, s) est appek le type de 
I’algbbre de Bernstein A (cf. [7]). On a dim. A = 1 + r + s. Pour x dans A, 
on notera R,* la restriction de la multiplication par x a I’ideal N. Par (1.6), il 




oh, si A est de type (1+ r, s), R,*(l), R,*@‘, R,*(l) et RE(2) sont respective- 
ment des matrices r X s, s X r, r X s et r X r. Comme on peut le voir par 
(1.9) on a Rz3 = 0, tandis que 
(2.2) R;k = ( R;‘2’)k I ( R,Y’“‘)k -lRz’l’ 0 I 0 ’ k 222. 
LEMME 2.3. Soit A une K-alg&e de Bernstein, Si, pour tout choix de 
l’~Qotent e et pour tout u dam V, ~‘a~licati~ K-lin&aire Rz est nigo- 
tente alors l’idbal N est nil. 
Soient e un idempotent de A et A = KeeU@V la d~eom~sition de A 
relative g e. Soit x = u + o un 6lCment arbitraire de N. On a x2 = u2 + 
2uu + U2, X3 = u2u +2(w)o + u3 et plus ghkralement, les identith (1.14) h 
(1.16) permettent d’ktablir que rkfe = Rzk(u2 4-2~0 + u2>, k 3 1. Done si 
R,* est nilpotente d’indice t alors xtw2 = 0. 
REMARQWE 2.4. En caracthistique nulle, la rhiproque du lemme est 
vraie. En effet, si N est un nil id&al de nil indice t alors R:2t-3 = 0, pour 
tout x dans N et, en particulier, Rz est nilpotente, pour tout u dans V. 
LEMME 2.5. Soit A = KeQU@V ,!u ~c~Qos~t~n d’une K-alg&re de 
Bernstein de type (I. + r, s). Si, pour tout u dam V, l’application Rz est 
nilpotente alms A est une T-alg&e satisfaisant l’equation (x3 - x2)(x - i)’ 
= 0, Q5tW tOUt X de QO& 1. 
Soit x = e + u f v un dlkment quelconque de A = Ke@U@V, de poids 1. 
On a x2 = e + 1~ +2w + u2 + fz2 et x3 = e + 28 +2uv + u2 ++u2 +Z(UU)U 
+ ff’u + u3. Alors r3 - x2 = - +u” + 2(2tu)v + u2u f u3, (x3 - x2)x = 
$<x” - x2)+ R,*[ - $I” + 2(uu)u -t u2u -t- u3], done (x3 - x2)(x - $) = 
R,*[ - iu” + 2(uu)u + u2u + u3]. Et plus g&&aIement, par les identitks 
(1.14) 2 (1.16), on a 
Done, si R,* est nilpotente, il existe un entier t, ind&pendant de u, tel que 
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(x3-x2Xx - f)’ = 0. Ainsi, A est une T-algkbre. Maintenant la formule 
(2.2) now dit que Rz est nilpotente si et seulement si Rz(‘) est nilpotente. 
De l’kquation (2.6) on a 
(x34)(x_f)“4Jp )“[ - +tP +2(uu)u + u20 + ll”]. 
Puisque dim. U = r et que R:(2) est nilpotente alors ( R,*‘2’)’ = 0 et par 
conskquent (x 3 - x2)(x -i)’ = 0, pour tout x de poids 1. 
T&OR&ME 2.7. Soit A une K-algdbre de Bernstein. Si N est une nil 
algbbre alors A est une T-algBbre. 
La Kalgkbre de Bernstein de l’exemple 2.1 n’est pas une T-algbbre parce 
que N n’est pas nil. 
EXEMPLE 2.8. Soit A la K-algbbre de Bernstein de type (2,1>, dont 
la table de multiplication dans une base {e,c,,c,} est don&e par e2 = e, 
ec, = +cl, clc2 = /3c,, cx = yc,, les autres produits &ant nuls, avec @, y) z 
(0,O). Soit x = e + xlcl + xecz un &ment de poids 1. On a x2 = e +(x, + 
2&,X, + &)c,, X3 - X2 = (- +yx; + 2p2x,x; + pyr& = yc,, (X3 - 
X2)X = c+y + px,yjc,, (x3 - x”)[x -(i + px,)] = 0. Done, si fi # 0, A n’est 
pas une T-alg&bre mais si /? = 0, A est une T-alg&bre de rang 4. 
3. T-ALGEBRES SPECIALES 
Une K-alghbre pond&&e (A,o) est une T-algt%re sphciale si N est 
nilpotent et ses puissances principales Nk sont des idkaux dans A (cf. [4]). 
Une algebre de Bernstein est une T-alg&bre spkciale si et seulement si N est 
principalement nilpotent. 
THI?OR&ME 3.1. To&e T-algt?bre de Bernstein de dimension < 5 est une 
T-alg2bre sphciale. 
En g&&al toute T-alg&bre de dimension < 4 est une T-alg&bre spkciale 
(cf. [l]). Supposons alors que A est une alghbre de Bernstein de dimension 5 
qui soit une T-algbbre. Alors dimK N = 4 et x5 = 0 pour tout x dans N. Si le 
nil indice de N est 5, il existe un &ment x non nul dans N tel que 
{x, x2, x3, x4) soit une base de N. Par l’identitk (1.4) la table de multiplication 
de N se complbte par xixj = 0 pour i,j>Z. On a N2=(x2,x3,x4), 
N3 = (x3,x4), N4 = (x4) et N5 = (0). Done A est une T-algbbre spkciale. 
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En fait, A est de type (4.1). Maintenant si le nil indice de N est inferieur B 4, 
l’identite (1.4) nous dit que la sous-algebre N est B puissances associatives. 
Or, tome nil algebre commutative, B puissances associatives, de dimension 4 
est p~ncipalement nilpotente (cf. [5]). Par consequent N est p~ncipalement 
nilpotent et A est une T-algebre speciale, d’ou le theoreme. 
Dans la litterature, comme algebres de Bernstein qui sont des T-algebres 
speciales on peut titer: 
(i) l’algebre elementaire ou de Bernstein unite, definie par xB = w(x)x; 
(ii) les algebres de Bernstein normales ou regulieres qui sont definies 
par x”y = o(r)ry (cf. [7]); 
(iii) les algebres de Bernstein qui sont aussi des alg&bres de Jordan sont 
identifiees a ceiles verifiant r3 = w(x)n”; 
(iv) les algebres de Bernstein nucleaires, i.e., AZ = A; elles v6rifient 
1’6quation x4 -$(x)x3 + $w(x)‘x2 = 0. 
Ce demier resultat gkkalise le theoreme 1 de [S]. 
Cependant, ni toute T-algbbre de Bernstein est speciale. 
4. UN CONTRE-EXEMPLE 
Soit A l’algitbre de dimension 6 dont la table de multiplication dans une 
base {e, cr, ca, ca, cd, cs] est donnee par e” = e, ec, = 0 pour i = 1,2, ecj = $cj 
pour j = 3,4,5, c,cz = cscq = - clcg = cg, cIc3 = cd, csca = cg, les autres 
produits &ant nuls. En fait, N = (c,, c,, cg, cd, cg) est la nil algebre commu- 
tative, 2 puissances associatives, non principalement niipotente, du contre- 
exemple de Suttles (cf. [Q]). 
Soit x = Lye + I15=, xici un element quelconque de A. On a x2 = a2e + 
(cur, + 2x,x, + 2x,x* -2r,x,)ca + (cur, + 2x,r,)c, + (ox, + 2x,x&, = 
cy’e + y, (x2)’ = ff4e + a?y = tu2(a2e + y>= ff2x2 = w(x)ex2, puisque o(x) 
=Oety . 2 = 0 Done A est une algbbre de Bernstein de type (4,2) avec 
U = ( cg, cq, cs) et V = (cr, c2). Soit D = ocr -I- @cz un element quelconque 




0000 0 1 0 p -ff R,*= aOP--a, ‘  RT’2’= &. 0 0 I ooao 0 [ I PO 0 oopo 0 
(R*(2))3 = 0 et R*4 I= 0. Le lemme 2.5 nous dit alors que A est une 0 0 
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T-alg&bre vhifiant (x 3 - x2Xx - $1” = 0, pour tout x de poids 1. En fait A 
est une T-algGbre de rang 5 avec (x3 - x2)(x - i)” = 0 pour tout x avec 
O(X) = 1. Le produit dans A n’ktant pas associatif, cette notation, souvent 
employke, est abusive. On devrait 1’Ccrire x5 -2x4 + $x3 - $x2 = 0. Puisque 
N3 = N2 = ( c3, c4, cg > alors A n’est pas une T-algirbre spkciale. 
Compte tenue de la remarque 2.4, on peut conclure en disant que, pour 
toute algkbre de Bernstein de dimension fhie sur un corps commutatif de 
caracth-istique nulle: 
(I) la nilpotence principale d’un &ment entraine sa nilpotence forte de 
m&me degrC; 
(2) 6tre une T-algkbre Bquivaut 2 dire que N est un nil idCal; 
(3) toute T-alg&bre de dimension < 5 est spkciale et 5 en est la meilleure 
dimension possible. 
Nous remercions le Referee pour ses remarques qui ont substentiellement 
contribue’ ci l’amklioration de cet article. 
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